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Проведено дослідження побудови моделей аналогових реалістичних зображень на основі двовимірних 
поліноміальних сплайнів на основі В-сплайнів, які близькі до інтерполяційних у середньому. 
Обчислювальна простота розглянутих сплайн-операторів дозволяє рекомендувати їх для реалізації у 
програмному забезпеченні обробки цифрових зображень, у тому числі для систем, що функціонують у 
режимі реального часу. 
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Studies of models of analog realistic images based on two-dimensional polynomial splines based on B-splines, 
interpolation close to the average. Computational simplicity of the considered spline-operators to recommend 
them for implementation in software, digital imaging, including systems that operate in real time.  
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Постановка проблеми 
На сьогодні математична обробка реалістич-
них цифрових зображень (фото) характеризуєть-
ся потребою реалізації обчислень, що здійсню-
ються в режимі реального часу. При цьому роз-
міри цифрових фотографій мають сталу тенден-
цію до зростання. Тож, урахування динаміки зро-
стання обсягів даних, що обробляються, є акту-
альною потребою під час визначення методів 
обробки. Зазвичай такі методи є обчислюваль-
ним аспектом відомих підходів до апроксимації, 
наприклад, швидке перетворення Фур’є, для ін-
ших спеціально розроблено теоретичне обґрун-
тування, наприклад, вейвлет-методи.  
Як критерій адекватності роботи методу ви-
магають, щоб результат обробки відповідав фі-
зичній природі зображення. Така вимога природ-
но може бути виконана, якщо метод ґрунтується 
на відповідній моделі.  
Отже, загально проблематика роботи полягає 
в пошуку адекватної моделі реалістичного зоб-
раження, яка при побудові потребує незначної 
кількості обчислювальних операцій.  
Аналіз публікацій та постановка задачі 
Цифрові зображення (ЦЗ) можна поділити на 
дві загальні групи: зображення, що є результатом 
реєстрації різного роду «сигналів», та штучно 
сформовані зображення. Питання побудови мо-
делей цифрових зображень першої групи 
пов’яжемо з процесом їх реєстрації.  
Завдання реєстрації зображень полягає у фор-
муванні ЦЗ на основі даних, які отримані за до-
помогою матриці чуттєвих сенсорів. Для цього 
застосовують дискретизацію та квантування. 
Розглянемо реєстрацію зображень, що фіксують-
ся у видимому діапазоні. 
Дискретизація зображення, як показано в пра-
ці [1], відбувається таким чином (рис. 1). 
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Рис. 1. Приклад реєстрації цифрового зображення
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Система формування зображення збирає енер-
гію, що надходить від джерела освітлення та ві-
дображається від об’єкта просторової сцени. 
Якщо як освітленість використовувати джерело 
видимого світла, то на вході системи формуван-
ня зображення буде об’єктив, який проектує сце-
ну, що спостерігається, на площину зображення. 
Матриця чутливих сенсорів, поєднана з цією 
площиною, генерує набір вихідних сигналів, ко-
жен з яких пропорційний інтегралу світлової 
енергії, що отримано сенсором. При цьому мож-
лива втрата частини інформації, оскільки мова 
йде про усереднення значення енергії. 
Отже, перетворення неперервних сигналів у 
цифрові здійснюють, як правило, у вигляді по-
слідовності елементарних процедур — дискрети-
зації та поелементного квантування. Дискретиза-
ція належить до класу лінійних перетворень, а 
поелементне квантування до класу нелінійних 
перетворень.  
Дискретизація — це заміна неперервного сиг-
налу послідовністю чисел — представленням 
цього сигналу за якимось скінченновимірним 
базисом. Поелементне квантування − квантуван-
ня кожного окремого числа з набору чисел, які 
представляють сигнал за заданим базисом.  
Найзручніший спосіб дискретизації — це 
дискретизація раструванням, яка полягає в пред-
ставленні зображень у вигляді вибірок значень в 
окремих, регулярно розташованих точках.  
Варто зауважити, що за способом реєстрації 
ЦЗ, дані, що його подають, за фактом є усеред-
неними значеннями. Тобто, у разі фіксації анало-
гового зображення має місце таке. Нехай площи-
на зображення визначається осями T та Q.  
Крок дискретизації за напрямами T, Q одна-
ковий 0h > , отже, задано рівномірне розбиття  
, : ,h h i jt ih q jhΔ = = , 0, 1i H= − , 0, 1j W= − , 
де H  та W  — лінійні розміри фіксованого ЦЗ, 
що фіксується.  
Нехай ( ),t qφ  — функція імпульсного відкли-
ку реєструючої системи і ( ),p t q  — функція ін-
тенсивності освітлення об’єктів просторової сце-
ни (аналогове зображення). Тоді, в силу суто тех-
нічних властивостей систем реєстрації, результа-
том згортки ( ),p t q  та функції відклику буде 
значення, усереднене в області дискретизації, 
зокрема: 
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Тож дискретизовані (квантовані) значення ін-
тенсивності світлового потоку (цифрове зобра-
ження) можна подати у такому вигляді 
, , ,i j i j i jp p= + ε , 0, 1i H= − , 0, 1j W= − ,      (1) 
де ,i jε  — випадкова перешкода.  
Стосовно перешкоди ,i jε  можна припускати 
будь-який розподіл, наприклад Гауссів. Отже, 
при побудові моделі зображень за даними (1) 
необхідно використовувати апроксимації, що 
враховують і випадкову природу даних, і фізичні 
властивості систем реєстрації, зокрема, операто-
ри інтерполяційні в середньому або близькі до 
інтерполяційних у середньому.  
Традиційно задача моделювання аналогового 
зображення розв’язується так [2; 3]. Якщо дис-
кретизація аналогового зображення проведена 
раструванням, то ідеальне інтерполяційне відно-
влення ( ),p t q  виконується за допомогою дво-
вимірного фільтра з прямокутною частотною 
характеристикою, отриманою за допомогою зво-
ротного перетворення Фур’є: 
( ) ( ) ( )sin sin, t qh t q
t q
π π= ⋅π π .  
Продукт фільтрації може бути визначений за 
допомогою двовимірної згортки ЦЗ і даної ім-
пульсної характеристики. Після виконання  
згортки має місце:  
( ) ( )( )( )
( )( )
( ),
sin sin
, .i j
i j
t i q j
p t q p
t i q j
π − π −= ⋅π − π −∑∑  
Наведене співвідношення, що являє собою 
двовимірний варіант теореми Котельникова —
Найквіста, вказує спосіб точного інтерполяцій-
ного відтворення безперервного зображення за 
відомою послідовності його двовимірних відлі-
ків. Тобто, для точного відновлення в ролі інтер-
полюючої функції повинні використовуватися 
двовимірні функції виду ( )sin x x .  
Дійсно справедливо, якщо двовимірний 
спектр сигналу є фінітним, а інтервали дискрети-
зації досить малі. Справедливість зроблених вис-
новків порушується, якщо хоча б одна з цих умов 
не виконується. Реальні зображення рідко мають 
спектри з яскраво вираженими граничними час-
тотами. Однією з причин, що призводять до не-
обмеженості спектра, є обмеженість розмірів  
зображення.  
Вирішити цю проблему можна побудувавши 
моделі ЦЗ на основі базису фінітних функцій, що 
близькі за властивостями до властивостей анало-
гового зображення в спектральній області. На-
приклад, лінійні комбінації В-сплайнів [4—7] є 
обчислювальним засобом обробки послідовнос-
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тей відліків функцій, якому притаманні ряд цін-
них властивостей: обчислювальна простота, мож-
ливість враховувати локальні «особливості» сиг-
налу, згладжувальні властивості та ін. Тому ак-
туальним може бути розгляд питання про мож-
ливість використання згаданих сплайнів на випа-
док побудови моделі аналогового зображення. 
Виклад основного матеріалу 
У монографії [7] для апроксимації функції 
( ),p t q  за значеннями типу (1) у вузлах розбиття 
,h hΔ  подано лінійні комбінації В-сплайнів, що є 
близькими до інтерполяційних у середньому. 
Наприклад, сплайн-оператори нульового та пер-
шого ступеня уточнення на основі В-сплайнів 
другого порядку такі: 
( ) ( ) ( )2,0 , 2, 2,, , .i j h h
i Z j Z
S p t q p B t ih B q jh
∈ ∈
= − −∑ ∑   (2) 
( )2,1 , ,S p t q =  
( )2 2 2, , , ,1 16 36i j i i j j i j ij i ji Z j Z p p p p∈ ∈ ⎛ ⎞= − Δ + Δ + Δ ×∑ ∑ ⎜ ⎟⎝ ⎠  
( ) ( )2, 2, ,h hB t ih B q jh× − −             (3) 
де (з точністю до аргументу) 
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Δ = Δ − Δ + Δ =
= Δ − Δ + Δ . 
Обґрунтуванням обрання розглянутих сплай-
нів як моделі аналогового зображення можуть 
бути міркування, відповідні тим, що викладені в 
праці [8] для моделювання аналогових одновимі-
рних сигналів з кінцевою енергією на основі ана-
логічних одновимірних лінійних комбінацій  
В-сплайнів. Зокрема, виходячи з положення, що 
базис В-сплайнів є базисом Риса та з того факту, 
що фундаментальні сплайни на основі В-сплай-
нів [9] прямують до нуля експоненціально швид-
ко при віддаленні від локальної ( ),i j -ї області 
наближення, прийнятним є використання введе-
них у праці [7] двовимірних локальних поліномі-
альних сплайнів, близьких до інтерполяційних у 
середньому як моделі ЦЗ. 
 
Якщо обрати як моделі зображення ( ),p t q  
сплайни (2), (3), то така оцінка за певних умов є 
фактично асимптотично точною. Зокрема, якщо 
( ) 2,2,p t q C∈ , ,i jε < ε , ,i j Z∈  і 0∀ε > , то спра-
ведлива [6] така оцінка: 
( ) ( ) ( ) ( )2 2
22
2,0, , , , ,6 6
qt
t q
hhp t q S p t q p t q p t q′′ ′′− ≤ + +  
( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 4 4, , ,36t q t qh h p t q p t q h+ + ε ⋅ + ο      (4) 
для ( ) 3,3,p t q C∀ ∈  і 0∀ε >  справедлива нерів-
ність 
( ) ( ) ( ) ( )3 3
33
2,1, , , , ,12 3 12 3
qt
t q
hhp t q S p t q p t q p t q′′′ ′′′− ≤ + +  
( ) ( ) ( ) ( )3 33 3 5 616, ,432 9t q t qh h p t q p t q h+ + ε ⋅ + ο .    (5) 
Вираз (3) надає високоточне наближення, а 
сам сплайн, що уточнює (та інші аналогічні [7]), 
є оператором близьким до інтерполяційних у се-
редньому в асимптотичному сенсі.  
Якщо ж як апроксимацію сигналу обрати ви-
раз (2) або будь-яку іншу комбінацію В-сплайнів 
такого типу: 
( ) ( ) ( ),0 , , ,, , ,t qr i j r h t r h qi Z i ZS p t q p B t ih B q jh∈ ∈= − −∑ ∑  
2,3,r = …  ,                              (6) 
то отримаємо модель з властивостями імпульс-
ного нерекурсивного низькочастотного фільтру 
[10].  
Зокрема, в праці [9, стор. 102] наведено дове-
дення, що як і функція Гаусса, будь-який  
В-сплайн порядку вище першого може бути ви-
користаний для визначення коротковіконного 
перетворення Фур’є (КВПФ).  
Отже, якщо ( )rB t , 2r ≥  — В-сплайн порядку 
r , то  
( ) ( )( )
sin 21ˆ
2
rri
ir
r
eB e
i
ω − ω ⎛ ⎞⎛ ⎞ ω−ω = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 
або так (як у праці [11]): 
( ) ( )( )
112 2 sin 2ˆ .
2
rri i
r
e eB
i
++ω − ω ⎛ ⎞⎛ ⎞ ω−ω = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 
Із рис. 3 видно, що вже починаючи з порядку 
5r =  і В-сплайн, і гауссіан у частотній області 
фактично мало чим відрізняються, при цьому 
розрахунок В-сплайну п’ятого порядку [12] по-
требує менше обчислювальних витрат. 
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Рис. 2. В-сплайн п’ятого порядку (суцільна лінія)  
та гауссіан (крапки) з 0,725σ =  
 
Тож, якщо є потреба в отриманні цифрового 
низькочастотного фільтру ЦЗ, то достатньо в мо-
делі (6) визначити значення сплайну у вузлах 
розбиття ,h hΔ  [13].  
Наприклад, якщо ввести заміну  
( )2 t
t
x t ih
h
= − , 1x ≤ , ( )2 q
q
y q jh
h
= − , 1y ≤ , 
можна подати (2) в розгорнутому вигляді 
 ( )
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( ) ( ) )2 2 1, 11 1 i jx y p + ++ + + . 
Далі, поклавши 0x = , 0y = , отримаємо лі-
нійний оператор ( ),i jL p  низькочастотної фільт- 
рації: 
( ) ( )
(
,
2,0
1, 1 1, 1, 1
, ,
6
i j
i j i j i j
L p S p ih jh
p p p− − − + +
= =
= + + +
 
, 1 , , 1 1, 16 36 6i j i j i j i jp p p p− + + −+ + + + +  
)1, 1, 16 64i j i jp p+ + ++ + ,   ,i j∈Z , 
або, використовуючи запис у формі дискретної 
згортки послідовності ,i jp , ,i j∈Z  з маскою  
фільтра γ , можна записати так: 
( ) 11, , ,
1 1
jii j
ii i jj j ii jj
ii i jj j
L p p
++
− −= − = −
= γ∑ ∑ , 
,i j∈Z , 
де  
1 6 1
1 6 36 6
64
1 6 1
⎛ ⎞⎜ ⎟γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
. 
При 5r =  має місце такий низькочастотний 
фільтр ЦЗ: 
( ) 22, , ,
2 2
jii j
ii i jj j ii jj
ii i jj j
L p p
++
− −= − = −
= γ∑ ∑ , 
,i j∈Z , 
де 
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1 26 66 26 1
26 676 1716 676 26
1 66 1716 4356 1716 66
14400
26 676 1716 676 26
1 26 66 26 1
⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
. 
Отже, обираючи як модель зображення уточ-
нювальні сплайни типу (3), неважко отримати 
ефективні швидкодіючі процедури для зміни лі-
нійних розмірів ЦЗ — процедури subdivision [7].  
Висновок  
Проведені дослідження дозволяють рекомен-
дувати двовимірні поліноміальні сплайни на ос-
нові В-сплайнів, близькі до інтерполяційних у 
середньому для побудови моделей аналогових 
реалістичних зображень.  
Обчислювальна простота розглянутих 
сплайн-операторів дає змогу рекомендувати їх 
для реалізації у програмному забезпеченні обро-
бки цифрових зображень, у тому числі для сис-
тем, що функціонують у режимі реального часу. 
Подальша робота може бути спрямована на 
узагальнення результатів даної статті та праці [8] 
для побудови моделей аналогового відео та для 
отримання відповідних тривимірних лінійних 
операторів оперативної обробки цифрованого 
відеопотоку. 
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